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΄Ασκηση 1. ΄Εστω η απεικόνιση 〈 , 〉 : R2 × R2 −→ R η οποία ορίζεται ως εξής :

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = 5x1x2 − 2(x1y2 + y1x2) + y1y2

(1) ∆είξτε ότι η παραπάνω απεικόνιση ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
.

(2) Βρείτε τα µήκη των διανυσµάτων (1, 0), (0, 1), (1, 3), (−1, 2) ως προς το παραπάνω το εσωτε-

ϱικό γινόµενο.

Λύση. ΄Εστω (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ R2
και λ ∈ R. Τότε έχουµε :

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = 5x1x2 − 2(x1y2 + y1x2) + y1y2

= 5x2x1 − 2(x2y1 + y2x1) + y2y1

= 〈(x2, y2), (x1, y1)〉

〈(x1, y1) + (x2, y2), (x3, y3)〉 = 〈(x1 + x2, y1 + y2), (x3, y3)〉
= 5(x1 + x2)x3 − 2((x1 + x2)y3 + (y1 + y2)x3) + (y1 + y2)y3

= 5x1x3 + 5x2x3 − 2x1y3 − 2x2y3 − 2y1x3 − 2y2x3 + y1y3 + y2y3

= 5x1x3 − 2(x1y3 + y1x3) + y1y3 + 5x2x3 − 2(x2y3 + y2x3) + y2y3

= 〈(x1, y1), (x3, y3)〉+ 〈(x2, y2), (x3, y3)〉

〈λ(x1, y1), (x2, y2)〉 = 〈(λx1, λy1), (x2, y2)〉
= 5λx1x2 − 2(λx1y2 + λy1x2) + λy1y2

= λ(5x1x2 − 2(x1y2 + y1x2) + y1y2)

= λ〈(x1, y1), (x2, y2)〉

〈(x1, y1), (x1, y1)〉 = 5x21 − 2(x1y1 + y1x1) + y21 = 5x21 − 4x1y1 + y21 = x21 + (2x1 − y1)2 ≥ 0

και 〈(x1, y1), (x1, y1)〉 = 0 αν και µόνο αν x1 = 0 και 2x1−y1 = 0, δηλαδή y1 = 0. ΄Αρα η απεικόνιση

〈 , 〉 ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
. Τα µήκη των διανυσµάτων (1, 0), (0, 1), (1, 3), (−1, 2) ως

προς το παραπάνω το εσωτερικό γινόµενο είναι

‖(1, 0)‖ =
√〈

(1, 0), (1, 0)
〉
=
√
5 · 1 · 1− 2(1 · 0 + 0 · 1) + 0 =

√
5
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‖(0, 1)‖ =
√〈

(0, 1), (0, 1)
〉
= · · · = 1

‖(1, 3)‖ =
√〈

(1, 3), (1, 3)
〉
= · · · =

√
2

‖(−1, 2)‖ =
√〈

(−1, 2), (−1, 2)
〉
= · · · =

√
17 2

΄Ασκηση 2. ΄Εστω B = {~ε1 = (1, 1), ~ε2 = (1,−1)} µια ϐάση του R-διανυσµατικού χώρου R2
.

Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση 〈 , 〉 : R2×R2 −→ R ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο επί του R2
έτσι ώστε :

〈~ε1, ~ε1〉 = 〈~ε2, ~ε2〉 = 1, 〈~ε1, ~ε2〉 = 0

Να υπολογισθούν οι αριθµοί 〈(x1, y1), (x2, y2)〉, όπου (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2
.

Λύση. ΄Εστω (xi, yi) ∈ R2
. Τότε το διάνυσµα (xi, yi) = m(1, 1) + n(1,−1) αφού το σύνολο B

αποτελεί µια ϐάση του R-διανυσµατικού χώρου R2
. ΄Εχουµε :

(xi, yi) = m(1, 1) + n(1,−1) = (m+ n,m− n) =⇒
{
xi = m+ n
yi = m− n =⇒

 m = xi+yi
2

n = xi−yi
2

και άρα (xi, yi) =
xi+yi

2 ~ε1 +
xi−yi

2 ~ε2. Τότε :〈
(x1, y1), (x2, y2)

〉
=

〈x1 + y1
2

~ε1 +
x1 − y1

2
~ε2,

x2 + y2
2

~ε1 +
x2 − y2

2
~ε2
〉

=
〈x1 + y1

2
~ε1,

x2 + y2
2

~ε1
〉
+
〈x1 + y1

2
~ε1,

x2 − y2
2

~ε2
〉

+
〈x1 − y1

2
~ε2,

x2 + y2
2

~ε1
〉
+
〈x1 − y1

2
~ε2,

x2 − y2
2

~ε2
〉

=
x1 + y1

2
· x2 + y2

2

〈
~ε1, ~ε1

〉
+
x1 + y1

2
· x2 − y2

2

〈
~ε1, ~ε2

〉
+

x1 − y1
2

· x2 + y2
2

〈
~ε2, ~ε1

〉
+
x1 − y1

2
· x2 − y2

2

〈
~ε2, ~ε2

〉
=

x1 + y1
2

· x2 + y2
2

· 1 + x1 + y1
2

· x2 − y2
2

· 0

+
x1 − y1

2
· x2 + y2

2
· 0 + x1 − y1

2
· x2 − y2

2
· 1

=
x1 + y1

2
· x2 + y2

2
+
x1 − y1

2
· x2 − y2

2

=
2x1x2 + 2y1y2

4

=
x1x2 + y1y2

2

Εποµένως δείξαµε ότι : 〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = x1x2+y1y2
2 για κάθε (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2

. 2



3

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R2[t] µε εσωτερικό γινόµενο

〈P (t), Q(t)〉 =
∫ 1

0
P (t)Q(t) dt, ∀P (t), Q(t) ∈ R2[t]

και τα πολυώνυµα P (t) = 1, Q(t) = t− 1
2 , W (t) = t2 − t+ 1

6 . Να υπολογίσετε τα µήκη

‖P (t)‖, ‖Q(t)‖, ‖W (t)‖

Λύση. ΄Εχουµε :

‖P (t)‖ = ‖1‖ =
√
〈1, 1〉 =

√∫ 1

0
1dt = 1

‖Q(t)‖ = ‖t− 1

2
‖ =

√〈
t− 1

2
, t− 1

2

〉
=

√∫ 1

0
(t− 1

2
)2 dt =

√∫ 1

0
t2 dt−

∫ 1

0
t dt+

1

4

∫ 1

0
1 dt

= · · · = 1√
12

‖W (t)‖ = ‖t2 − t+ 1

6
‖ =

√〈
t2 − t+ 1

6
, t2 − t+ 1

6

〉
=

√∫ 1

0
(t2 − t+ 1

6
)2 dt = · · · = 1√

180
2

΄Ασκηση 4. Να υπολογισθεί η γωνία των διανυσµάτων ~x = (1, 0, 1), ~y = (−1, 1, 0) ∈ R3
ως προς το

συνήθες εσωτερικό γινόµενο του R3
. Ακολούθως να ϐρείτε όλα τα διανύσµατα του R3

τα οποία είναι

κάθετα στα διανύσµατα ~x, ~y.

Λύση. ΄Εχουµε :

cosφ =
〈~x, ~y〉
||~x|| · ||~y||

=
〈(1, 0, 1), (−1, 1, 0)〉
||(1, 0, 1)|| · ||(−1, 1, 0)||

=
−1√
2 ·
√
2
= −1

2

΄Αρα η γωνία των διανυσµάτων ~x = (1, 0, 1) και ~y = (−1, 1, 0) είναι

φ =
2π

3

΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Τότε : 〈(1, 0, 1), (x, y, z)〉 = 0

〈(−1, 1, 0), (x, y, z)〉 = 0
=⇒

 x+ z = 0

−x+ y = 0
=⇒

 x = −z

y = −z

Συνεπώς τα διανύσµατα του R3
τα οποία είναι κάθετα στα διανύσµατα ~x = (1, 0, 1) και ~y = (−1, 1, 0)

είναι : z(−1,−1, 1) µε z ∈ R. 2

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και {~ε1, · · · , ~εm} ένα ορθοκανονικό σύνολο

διανυσµάτων του E. Να δείξετε ότι

〈~y, ~ε1〉2 + · · ·+ 〈~y, ~εm〉2 ≤ ‖~y‖2, ∀ ~y ∈ E
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Λύση. ΄Εχουµε :

0 ≤
〈
~y −

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉~εi, ~y −
m∑
i=1

〈~y, ~εi〉~εi
〉

=

=
〈
~y, ~y
〉
−
〈
~y,

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉~εi
〉

−
〈 m∑

i=1

〈~y, ~εi〉~εi, ~y
〉
+
〈 m∑

i=1

〈~y, ~εi〉~εi,
m∑
i=1

〈~y, ~εi〉~εi
〉

=
〈
~y, ~y
〉
−

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉
〈
~y, ~εi

〉
−

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉
〈
~εi, ~y

〉
+

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉
m∑
i=1

〈~y, ~εi〉
〈
~εi, ~εi

〉
= ‖~y‖2 − 2

m∑
i=1

〈~y, ~εi〉2 +
m∑
i=1

〈~y, ~εi〉2

= ‖~y‖2 −
m∑
i=1

〈~y, ~εi〉2

Εποµένως έχουµε :
∑m

i=1〈~y, ~εi〉2 ≤ ‖~y‖2. 2

΄Ασκηση 6. ΄Εστω η απεικόνιση 〈 , 〉′ : R3 × R3 → R η οποία ορίζεται ως εξής :

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′ = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3

(1) ∆είξτε ότι η παραπάνω απεικόνιση ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3
.

(2) Να ϐρεθούν όλα τα διανύσµατα του R3
τα οποία είναι κάθετα, ως προς το εσωτερικό γινόµενο

〈 , 〉′, µε κάθε διάνυσµα του υπόχωρου

V = {(x, y, z) | x− y + z = 0}

Λύση. (1) ΄Εστω (x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) ∈ R3
και λ ∈ R. Τότε :

(α):

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′ = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3

= y1x1 + 2y2x2 + 3y3x3

= 〈(y1, y2, y3), (x1, x2, x3)〉′

(β):

〈(x1, x2, x3) + (z1, z2, z3), (y1, y2, y3)〉′ = 〈(x1 + z1, x2 + z2, x3 + z3), (y1, y2, y3)〉′

= (x1 + z1)y1 + 2(x2 + z2)y2 + 3(x3 + z3)y3

= x1y1 + z1y1 + 2x2y2 + 2z2y2 + 3x3y3 + 3z3y3

= x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + z1y1 + 2z2y2 + 3z3y3

= 〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′ + 〈(z1, z2, z3), (y1, y2, y3)〉′
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(γ):

〈λ(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′ = 〈(λx1, λx2, λx3), (y1, y2, y3)〉′

= λx1y1 + 2λx2y2 + 3λx3y3

= λ(x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3)

= λ〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′

(δ): 〈(x1, x2, x3), (x1, x2, x3)〉′ = x21 + 2x22 + 3x23 ≥ 0 και 〈(x1, x2, x3), (x1, x2, x3)〉′ = 0 αν

και µόνο αν x1 = x2 = x3 = 0.

Εποµένως η απεικόνιση 〈 , 〉′ ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3
.

(2) ΄Εχουµε :

V = {(x, y, z) | x− y + z = 0}
= {(x, y, z) | y = x+ z}
= {(x, x+ z, z) | x, z ∈ R}
= {x(1, 1, 0) + z(0, 1, 1) | x, z ∈ R}
= 〈(1, 1, 0), (0, 1, 1)〉

και επειδή τα διανύσµατα (1, 1, 0), (0, 1, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα έπεται ότι το σύνολο

{(1, 1, 0), (0, 1, 1)} αποτελεί µια ϐάση του V. Αφού ϑέλουµε να ϐρούµε όλα τα διανύσµατα

του R3
τα οποία είναι κάθετα, ως προς το εσωτερικό γινόµενο 〈 , 〉′, µε κάθε διάνυσµα του

υπόχωρου V, αρκεί να ϐρούµε τα διανύσµατα που είναι κάθετα µε τα διανύσµατα της ϐάσης

του V. ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Τότε : 〈(1, 1, 0), (x, y, z)〉

′ = 0

〈(0, 1, 1), (x, y, z)〉′ = 0
=⇒

 x+ 2y = 0

2y + 3z = 0
=⇒


x = −2y

z = −2
3y

΄Αρα έχουµε :

W = {(x, y, z) ∈ R3 | 〈(1, 1, 0), (x, y, z)〉′ = 0 και 〈(0, 1, 1), (x, y, z)〉′ = 0}

= {(x, y, z) ∈ R3 | x = −2y και z = −2

3
y}

= {(−2y, y,−2

3
y) ∈ R3 | y ∈ R}

= {y(−2, 1,−2

3
) ∈ R3 | y ∈ R}

= 〈(−2, 1,−2

3
)〉 2


